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SUNGARD

Arnaud Nauwynck

Modélisation Objet de Librairie de Pricing

Partie 2 : Algorithmique
Méthodes Numériques, Algorithme de Décomposition de Pricing



SUNGARD

- Partie 1: Mathématique

- Description générale des concepts
> Introduction mathématique au pricing

- Partie 2: Algorithmique (aujourd'hui)
- Partie 3: Informatique

- Modélisation Orientée-Objet du Pricing
- Partie 4: Informatique

- Modélisation Orientée-Objet des Instruments,
langage de description d'instruments



SUNGARD

- Discrétisations Numériques d'EDP

> Méthodes des différences finies

> Problemes numériques : convergences,
maillages

- Exemples de Décomposition d'Options
> Démo Pricing, Graph Pricing 3D
- Options européennes, ameéricaines, triggers,

> Introduction Design Pattern Visitor,
présentation 3
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> Modeles Discrets

> Monte-Carlo

@Arbre binomial (Cox)

> Modeles Continus: Modele de Diffusion

§/> Exemple : Modele de Black-Scholes
= dS/S, = p dt + o dW,

=
-~ Calcul de Ito
> W_brownien, W -W ~N(0, oVt)... dW?=<dW, dW>=dt
- dX =a dt+ o dW,
~ f(X+dX) = {(X) + df/dx . dX + Y2 df/dx2 . o2 dt
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> Equation différentielle :

- dV/dt=rV - pS.dv/dS -%o?S2. d*V/dS>

%/_/%/_/

QV(T) = Val‘éur intrElséque ¢

3 ﬁvec

=
<

~=" > B =terme de déplacement (drift du modele = swap)

- A = terme exponentiel, de taux sans risque

> C = terme de diffusion (volatilité)

> ODE backward, anal

2guation de la chaleur
<—— (Condition Initiale

Résultat(s) Conditions Limites
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> On se donne une grille de points pour
approximer une fonction

¢ V =t(X,) A d(x)
I vV, f'sym(x)
ey | Vv, f'g(x)
v, - g
Dimension 1 -6 X X+e

- Approximation des dérivées partielles :
par différences finies
df(x)/dx ~ ( f(x+e) - f(x) ) / e dérivée a droite
~ ( f(x+e) - f(x-e) ) / 2e ...symétrique

- d4f/dx? ~ ( f(x+e) - 2 f(x) + f(x-e) ) / e?
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- Appliquons la transformation a I'EDP :
- dV/dt = c d?V/dx? + ...

> On choisit par exemple
- Une différence symétrique pour les termes d/dx

> Une différence gauche pour d/dt

g (Vt-l,x - Vt,x)/dt = c/e (Vt,x+1 - 2 Vt,x T Vt,x+1) T ..
> Soit sous forme matricielle: (avec a = c dt/ e)
Vi1l [1-2a a Vi
Vi1 a 1-2a a | Vixz|y
v, T e ||y

t—-1, xn

t, xn
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> On se ramene donc a un systeme explicite
g Vt-l,x = M Vt,x

> Dans le cas d'une différence droite pour d/dft,
on obtient un systeme implicite :

> MV, =V, =>V_,, =MYV,  (Minversible...?)

> Théta-schéma (combinaison linéaire..)
MV, , =6NV, +(1-8)NV,,

- pour 8=0.5 : Schéma de Cranck-Nicholson
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Schéma Euler explicite, ordre 1 dt Schéma Euler implicite, ordre 1 dt
... instable | ﬁx ... stable BX
E ; Point d'application 0o
dJde . ﬁ/ équation EDP: t,x o i ]
o tl E\t Y t : t+1
. " N I
Inconnus : connus :
Schéma symétrique, ordre 2 dt Théta-Schéma implicite
... instable ﬁx .. stable 6Dx  (1-8)Dx
I
+‘ +/ ¢ Cranck-
didt i ‘ didt i % Nicholson:
i 6=0.5
t-1v t  t+1 t v t+l

Explicite... instable Implicite... stable
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- Méthode explicite

> Multiplication matricielle (simple)

> MAIS Probleme d'instabilité numérique
- Méthode implicite

» Convergence = stable, mais peu rapide

> Inversion d'une matrice

> .... Mais Ok: matrice par bande (tri-diagonale)
- Méthode de Cranck-Nicholson

- Stable, et convergence optimale
> Inversion d'une matrice tri-diagonale
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Ajout valeur Payoff (condition initiale)
intrinseque
N Ng
B —— > —
Loy 1] T step 1: valeur a I'Echéance
é@ ! L . => Explicite => ordrel
%@ vt
= \j\/
<z v step 2..N => Cranck-Nicholson => ordre2
*_J injection de valeur =>

- Cranck-Nicholson pour valeur diffusée
\]\j - Explicite pour valeur ajoutée

Remaque : Matlab... ode34, ode45
= méthodes pour résoudre y'=f(x) (dim 0), mais avec plusieurs points t,t+1,t+2
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> Choix du nombre N de pas

- Choix de changement de variable
(changement d'équation EDP)

gmix des points t, t,, .. t

- échelle linéaire en Variance (et non en temps!)

Rajouts de points pour événements et
discontinuités (coupons, début/fin trigger,
etc..)

N-1

A\WW

t, t, tN=T
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But :
Vols ATM Marché (maturités standards) i] ne faut diffuser que dans

T o o ° o les domaines ou il y a de la volatilité

é@% 2W IM M Volatilit€ importante
<=> grande densité de points

Var%nce
% > T Nb]ourmm

@t t Variance(T )= _{ O'iznst'(t)dtzaz(Tmm) s

Solving :
/ t tel que Variance(t) =1. AVar
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- Plus précisément, I'échelle en temps est liée a la facon
d'interpoler dans la courbe de volatilité

> Cas particulier Week-End (coef=0) et Jours Evénements (>1)

- pesde marche ouvert
- é—@ peu de volatilité entre le vendredi soir et le lundi matin
%> peu de diffusion... discount seulement...

1001131 109
% A @ Coet ]ours@
Var
@ t

I var jour(j)=

coef jour( j) AVar
> coef jour(i)
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- Nombre N de pas

- Changement de variable (changement
@'équation EDP): Spot / logFwd
éy@oints S, S, ..S

~— > répartition log normal

= range min-max = 2 o VT
v (ovt = écart-type de la loi log-normal)

- Rajouts de points pour événements et
discontinuités (binaire, trigger, etc..)

N-1
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- Discontinuité de Payoff (Binaire)
> sur-échantillonnage locale

- utilisation “smoothing” (cf suite)
@iscontinuité sur Barrieres (Trigger)
Ay
=
=
Y

- pb de convergence (conflit vol / drift)

>
®

sans traitement

/

|
(@R
O
=)
op]
—
a
(@R
Q)
i®)
Qo
i
=)
=
0p]
Lv

\

sur-é€chantillonage
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- Smooth = fonction de lissage
- pseudo formule fermée, non exacte!

| | Payoff (condition initiale)

&y
o5
ky
=
=
<

Injection valeur SmoothDt
partiellement diffusée
4 + (sur) 4 smoothing }
échantillonage by closedFormula

= fX(T-SmoothDt)
< |

<




SUNGARD

- Rappel :

> Formule Fermée, Monte-Carlo, Intégrale,
Transformée de Fourier

> Méthodes Backward:

> Discret =>
> Arbre de Cox, Arbre Trinomial...
> Continus => EDP

> Différences Finies
> Eléments Finis
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- Arbre de Cox (Binomial) = n*(n-1)/2 points
- Complexité algorithmique < EDP
- Mais

- les maillages en temps et en espace sont liés

- calculs couteux d'intersections Triggers — Maille
(co(t > codt calcul diffusion !!)

> ... pour un convergence et précision faible

fwd=esrot fwd=es®rot fwd=e®r°

4 A' trigger début de trigger
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- Exemple d'astuce pour améliorer la
convergences des Pricing Cox :

> [ calcul pour N pas + calcul pour (N+1) pas]/2



SUNGARD

- Approximation d'une fonction f par
f-g= > A,v,

i1
i€e[1..N]|

- v, famille de fonctions, =0 sauf aux mailles
voisines d'un sommet

- Exemples :
- 1D

- 2D exemple de décomposition
(http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_element _method)

7S
==

- Théorie: Norme L?, Espace de Sobolev...
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: : 2
> AppllcatIOn aux EDP : a+bu+c%+di—){2:0

> Forme variationnelle: P
u

du 3
\vd Vj,XiE(a+bU+CE+ dd—Xz) deX—O

- Intégrale par morceaux + par partle
J‘ ud VdX X1maX

lelﬂ

-7

—0//

XEE xc€E;

> Pré-calcul de coeffiaents v

fv VdX n;= fv dXdX

- => 1 Step dt (implicit/explicit..) = inversion
d'une matrice NxN
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> Avantages

- Solutions plus précises, meilleure convergence?
> maillage auto-adaptatif, etc...

- Plus adapté pour les Triggers ?

- Tres nombreux logiciels existants

> surtout dans les domaines de la mécanique
(des matériaux et des fluides)

- 2D et 3D tres répandus
> Inconvénients
- plus complexes
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> Logiciel Gratuit, Intéractif, 2D, Graphique,
Script pseudo C++.... simple

- Remarqgues: nombreux autres solutions
3D / Fortran, C++, peu en Java

E¥ FreeFe Bla ole1D-CallUpln.edp (modified |
File Edit Search
Run Pause | Stop | Click means:  #® Continued Zoom + £ Zoom - No Zoo

/4 initialisation Payoff
func £ = (x»K)? 1.0 : 0.0; //Binaire
wi;

th = adaptmesh (th, u, abserror=1,nbjacoby=2, exrr=0.00< =
w=u; S/ readapt Vh to mesh

Vh xveloc

-®*r + x*sigmax®Z;]
Yh yveloco ;

= 0;

problem BlackScholesEdpStep (u,v,init=7, solver=LU} =
int2d(th) {

urv* (e+1/de)

+ dx(u) *d=iv) ¥ (x*sigmax) ~2/2.

!
+ int2dith) [ -v*convect |[xveloc, yveloc],dt, v
+ onibb, vw=1.0} // Bimairs Upiln |

time = expirvyTime;
dt = expiryTime / nh3tepTime;
for (n = 0; n < nb3tepTime; n++)
i
time = expiryTime — n*dt;
cout <<" iteration " << n << " 4=" <0 j << endl

W=
BlackScholesEdpStep;

A/ condition americaine [~/

f plot{u,wait=1 walue=13;
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- Les problemes de convergence sont tres
importants, surtout pour les analyses de
risques

> Une savante cuisine

- Un peu de théorie

> Un peu de pratique

- Compromis d'efficacité

> Problemes d'arrondis 32-64 bits

- Optimization des Implémentations (pipeline fpu,
loop unroll, grid computing, etc...)

> Différences Finie ou Elément Finis...
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- Discrétisations Numériques

- Exemples de Décomposition d'Options

- Cas des options européennes, quanto,
americaines, triggers...

> Démo animée (FreeFem++), Graph 3D
> introduction partie 3
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- Analyse d'exemples + graph / démo 3D

- cas des Cash Flow

> cas des Options Européennes

- cas des Options Européennes Complexes
- cas des Options Américaines

> cas des Options a Limites

» Remarques:

> Introduction notion de plan de Pricing
- Introduction pattern Visitor (Cf présentation 3/4)
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> CashFlow = pay “M” amount of “ccy”
at date “payDate”

> Pricing = discount only

Config Valo:
- valoDate

- val Ccy .
Pricing AST Plan de Pricing

A@

_C__scm fM ccy

o >
now ValoDate payDate t
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- pay Underlying !'= currency

Pricing AST Plan de Pricing

A@

3) *discount  selon paramétres futures

(forward) 1) Underlying
. f (ex en Kg fraises)

now ValoDate payDate

2) convertit en devise de valo,




SUNGARD

- pay at delivery date an underlying
computed from variables fixed at expiry

Monte-Carlo
fx(..)
intégrale

Pricing AST

fourier

COX .

edp
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4) extract  3) backward 2) *Discount 1) Valorisation

: . Underlying
result loop delivery/expiry . o
(recursive pricing/convert)
L L L L
Condition Initiale
EDP

/ Compute Payoff
/ for all points Sm

/ exemple : f(Sm)= |Sm-KI+

/ :

now  valgDate \ EXpiry  delivery L

//—"f\\

AR A
\¢¢¢¢¢¢ /

[ -
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AST Pricing Plan Pricing

A B
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E® FreeFem++ BlackSchole1D.edp |:”E”
File Edit Search

Run Pause Stop Click means. @ Continue £ Zoom + £ Zoom - Mo Zoom

S initislisstion Papoff
fune f = max(x-¥K, 0.0); /7 caii
A maxK-x, 0.0) 5 FSPut
A (meE)F 1.0 ¢ 0.0 S/Binaire

uw=tf;

u
th = adaptmesh (th,u, abserror=1,nhjacoby=2, exrr=0,004,
w=u; // readapt Vh to mesh
plot (u,wait=1}; u
VYh xveloc = -w*r + x*sigmax*i;
Yh yreloc = 0; =
u
problem BlackScholesEdpStep (u,v,init=1, solver=LU}) = H
int2d (th) | H
utv* (r+1/de) ]
+ g (u) fde (v * (HFsigmax) 242, H

|
+ int2d (th) [ -v*econvect |[xveloc, yveloc],dt,w)/
+ onlbb, wf) // wrong?? (like Knock In binaryp
A5+ onibb, w=l) S ol Fpeout

A gnuplot |-_||E (-
File Plot Expressions Functions General Axes Chart Styles 30 Help

Fleplutl Open Save ChDir Print PrtSc Prew | Next

time = expiryTime;
dt = expiryTime / nbhStepTime;
for (n = 0; n <« nb3tepTime; n++)
{
time = expiryTiwe - n*dt;
cout <<" ikteration " << n <o " g=E" < <« endl;

EHUPLODT
Yersion 4.0 patchlevel {2 gnuplot graph
last nodif ied Thu Apr

Systen: H3-Hindows 32 B

B

i

: s
WU %ﬁpgngntlim 1QEE ; 14 =N "Call txt" matrix
oHas Hillianz, Colin R s,
BlackScholesEdpStep; ’ e -9
This Is gnuplat vers lo ==
= = T e o o
s diti i cad for comnand suntax cha e S e
Condiiion SMeri1Cains throughout the 4.0 zevi =] e e I e e e,
. r o e e e St T e e
A7 u o= max(u. £l e e e e
50 e T i S e e e e
Type ‘help® to access t an e e S L e T e e e,
[ i I R R e s e e B e e
The gnuplot FAQ iz ava e
30 | e e T e
http: s o gnup e o o e e e e e
) ' 20 e R e T e i e
e e e e
FreeFem++ server on localhost connected Send ’ 10 | = e
’ . end connents and requ = S S R
— FreeFerm++IDE servery 2.200000 (date Fri Dec 30 14:41:55 2005 anuplot - inf o 0 =
: i - I e S
Load: UMFPACK Send bugs, suggest ions s
<gruplot -bugsR it
1] =
a

Terninal tupe set to ‘windows® 100
nuploty set style data lines
nuplot> et hiddendd

nuplot> set wiew 53.0, 220.0
nuplot? splot "Daftenpdout . txt]

20
nuploty _ 1n

wiew: 53.0000, 220.000 scale: 1.00000, 1.00000
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- Exemple : Option sur Option
- option “mere” put 3M K=0.1%
> sur sous-jacent = Call 6M EUR/USD K2=1.15

ricing step?2 pricing stepl
@ Q(preml
H{é@\ K2

f= IPrem-KPrem1I+; KPrem1=0.1%
ying=euro Option

Payoff

K

it = IS-K2|+ underlying Value

g=EUR/USD
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- Exemple 1 : Option Quanto

> payoff multi sous-jacent: |S K|..S

usp/jpy 4+ =EUR/USD

- Exemple 2 : Option Basket
- payoff = |max(51,52) - K|,

Plan Pricing

payoff => surface :
ff(s1(T), s2(T))

)

=IS-Kl .S

2

t
Expiry
Slice 2D: S1xS2...

diffusion=2 volatilités + corrélation
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Bla ole.edp =]

File Edit Search

Run | Pause | Stop | Click means: & Continug £ Zoom + £ Zoom - No Zoom
real r=0.05;
real K=40;
real dt=0.01;
real eps=0.3;
func f = max (K-max (x,y),0.); // Baskst Option
Vh u=f,v,w;

fune beta = 1;// (we=f-eps) Seps + (w=f) + (wef)

plot (u,wait=1) ;

th = adaptmesh(th, n, abserror=1,nhjacoby=2,
err=0.004, nbvx=5000, o

splitpbedge=1, maxsubdi

uw=u;
Wh xveloc = -x*r+o*sigueaxl+x*rho*siguex*sigquay
Vh yveloc = -y*r+y*siguay”Z+y* rho*sigmax®siguay

problem egl(n,v,init=4, solver=Luj =
int2dith) |

u*v* [r+1/dt/heta)
+ dxiu) *dx (v) * ix* sigwax) “2/2.
+ dy(u) *dy (v) * (y*sigmay) “2/2. . (I . . 1 V 1 )

+ dy {u) *dst (v} “rho* s1gmax*siguay
+ duful *dy (v) *rho*sigmax*sigmay

+ int2d(th) [ —v*convect [ [xveloc, yrelac]
+ on[bb, oo, u=f} /i Fexp (~rF) -

t=0 (Result Value)

1% onuplot graph

"BasketPutTinit.txt" matrix

"BasketPut2D-Finalvalue txt" matrix

b
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view: 46.0000, 98.0000 scale: 1.00000, 1.00000

wiew: 46.0000, 98.0000 scale: 1.00000, 1.00000
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t=0 Result Value t=expiry (Initial Value

Bz ole_edp o B4 FreeFem++ BlackSchole.edp |._||E||£|
File Edit Search File Edit Search
Run § | Pause | Stop Clickmeans: & Continue & Zoom + © Zoom - Run Pause Stop Click means: @ Continue £ Zoom + € Zoom -
real E=40; - real E=40; s
real dt=0.01; i real dt=0.01;
real eps=0.3; | real eps=0.3;
func £ = I funec £ =
A max (K-max (x,p) 0 ] A max (K-max (x,5) .0
max (E-x, 0.0 *F;: /7 ¢ i max [E-x,0_)*%;: 7/ ¢
1
Yh vw==f, v, w; Yh vw==f,wv,w;
func heta = 1; /. fw=1- func heta = 1; ./ (w=1-
plot [u,wait=1) ; plot [u,wait=1);
th = adaptmeshith,u,ak Iﬂg th = adaptmesh (th,u, ak
11=11" hal 11=11" i
< > A >
FreeFem++ server on localhost connected Ii FreeFem++ server on localhost connected Ii
CramCrmrn a0 IME ~rmmame s 70 OOO0OON fAl=bm Cwi MiAaes 20 444450 anney CrmnmCrmrna o IME ~Ammrvs O OO0 =t i MiAas 200 1 4-44-57 annen
1] » 1] »
This is the graphical output window
3500
3000 3500
2500 3000
2000 2600
1500 2000
1000 1500
e | 1000
ol 500
]

500

U5 0 15 20 o5 JILINRCIS R 1 . [ é

2w BE wiew: 63.0000, 95.0000 scale: 1.00000, 1.00000
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- Option Européenne simple + Multi-Brownien

- Exemple: modele vol stochastique
- => Slice 2D = Spot x Vol

Plan Pricing

ayoff => {(s)
(surface réglée,
indépendante de o)

o)

Expiry
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> Dans le cas le plus général

- Complexe
> Tres couteux en calcul

Underlying

for S(T) =S,
t

AST Pricing for S(T) = S
)

an @

Plan Pricing

t

for S(T) =S
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- Exercable a tout moment

- |[dem backward euro + a chaque instant :
> V(t,s) = max(V(t,s), Vintrinseque(s) )
- Exemple : Binaire Américaine

Valeur d'exercice
* discount

/ comparaison \

Binaire Euro
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Binaire Américaine Comparaison Binaire Européenne

I% anuplot graph : : : %% gnuplot graph

"BinaireAmericainelpln txt" matrix "Binaire.txt" matrix

view: 73.0000, 197.000 scale: 1.00000, 1.00000 view: 73.0000, 208.000 scale: 1.00000, 1.00000
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- Exemple : Call Up & Out

- Si le Spot atteint la barriere, I'option meurt
(KnockOut)

jon BZZ> E= /

AST Pzicing

Underlying 0
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- Condition Limite de type Dirichlet, V=0

- |[dem application d'un glacon a 0°C sur
bout d'u

e barre...

Profil t° initiale

Barre

@Diffusion température
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Hla ole1D.edp L]
File Edit Search
Fun I Pause Stop Click means: @ Continue > Zoom + £ Zoom - No Zoo
F

/7 imitialisation Payoff
func f = [(x < L-2.007 max(x-E, 0.0y : 0.0; // ~call
u=f;

th = adaptmesh (th, u, abserror=1,nbhjacoby=2%, err=0.00{
u=u; // readapt Vh to mesh

plot (u,wait=1);

plot (th,wait=1);

VYh xwveloc = —x*r + ®¥sigmax™i;
Yh yveloc = 0O;

problem BlackScholesEdpStep (u,v,init=7j, solver=LU} =
int2d(th) |
urvr (p+1/de)
+ dae(u) Yo (v)* (K sigwax) “2/2.

!
+ int2d (th) [ -v*convect [ [xveloc, yweloc], dt, v
A5+ anibb, w=f) /S wrongr? (like Knock In i
+ BETAEE o ca2ll Upddut

B0
a0
40 +
a0 :f:q
20 | il
i
10
it
10 F A?
\/
10050 80 70 60 &0 40 30 57 g Dzﬂ}l
wiew. 70.0000, 188.000 scale: 1.00000, 1.00000
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- Exemple : Call Up & In
> payoff = 0, mais Rebate = Call si Kock In

- F/ ko
Call K

0 KI option
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> Dans le cas ou le Rebate admet une
formule fermée, le plan d'exécution est

plus simple...

ClosedFx = Call(S=L,t)

—o

underlying Rebate
Call K

0 KI option
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% onuplot graph

"Calllpln txt" matrix

100

wiew: 54.0000, 226.000 scale: 1.00000, 1.00000
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- Retour sur probabilités disjointes:

- P(X=x) = P(X=x | event) + P(X=x | levent)
>@pplications:
~~» Option Simple = Opt KnockOut + Opt Knockln
§Lemme du miroir :

~— » Side plus, la diffusion est “symétrique”

> P(x | Knock) = P(2L - x)
trajectoire m1r01r ’ 2L-X = symétrique de X / L

/\/\/\/\/VM/\/ \/\/\A L =niveau du Trigger
trajectoire KocklIn
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> "KnockIn" et "KnockOut" (éventuellement
partiels)

- sont des "macro helper" pour décrire les produits

> doivent étre transformés en Conditions Limites de
type Dirichlet pour I'EDP

AST “Ftendu” AST “Primitive/Priceable” Plan Pricing

e £ =
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- Exemple: Call Up&ln K1, Down&ln K2

1 underlying Rebate
for Limite Up

0 option

) underlying Rebate
for Limite Down
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- Options Américaines et Options a Limites
sont généralizables :

- = “Options a Evénements”, “Option avec
Transformations” ....

> L'instrument a des variables d'états internes:

. Path Dependant !!!! ‘

- Discrets : Z,(t) Z,(t) ... Z,(t)

N

- Continus : Z(t,X) -
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- L'algorithme de Pricing reflete la structure
du produit = son comportement

- Il y a quelques briques de base de
comportements, combinables

- MAIS une infinité de combinaisons exotiques

> Restriction

- Intelligibilité pour client acheteur

- Temps de calcul

> Implémentation (multi-browniens...)

> Précision numérique des analyses de risques
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Présentation 3) Modélisation Objet du Pricing
Plan d'execution de Pricing, API Slices, UML

Présentation 4) Modélisation Objet des
Instruments

Expression, AST, Pattern Visitor, Langage de
Description
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Questions ?

arnaud.nauwynck@gmail.com



